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ABSTRAKT
Ta´to bakala´rska pra´ca sa zaobera´ integra´lnymi transforma´ciami a ich aplika´ciami. Pra´ca
zhrnuje za´kladne´ vlastnoti Laplaceovej a Fourierovej transforma´cie a na´sledne ilustruje
ich vyuzˇitie pri riesˇen´ı parcia´lnych diferencia´lnych rovn´ıc, vy´pocˇtom konkre´tnych u´loh
technickej praxe vra´tane numericky´ch vy´pocˇtov v softwaru MATLAB.
KL´ICˇOVA´ SLOVA
Integra´lne transforma´cie a ich aplika´cie, Laplaceova transforma´cia, Fourierova trans-
forma´cia, parcia´lne diferencia´lne rovnice
ABSTRACT
This bachelor’s thesis deals with integral transforms and their applications. Its aim is
to get together basic properties of Laplace and Fourier transforms and then illustrate
their application in solving partial differential equations, by calculating specific tasks with
numerical experiments in MATLAB software.
KEYWORDS
Integral transforms and their applications, Laplace transform, Fourier transform, partial
differential equations
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U´vod
Jednou z doˆlezˇity´ch cˇastı´ matematiky je teo´ria integra´lnych trnasforma´ciı´. Trans-
forma´cie umozˇnnˇuju´ preva´dzat’ diferencia´lne rovnice alebo ich su´stavy na jed-
noduchsˇie rovice alebo ich su´stavy, niektore´ integra´ly riesˇit’ jednoduchsˇı´mi po-
stupmi a niektore´ matematicke´ cˇi fyzika´lne proble´my previest’ na jednoduche´ al-
gebraicke´ u´lohy. Uzˇ Leonard Euler v 18. storocˇı´ hl’adal riesˇenia diferencia´lnych
rovnı´c pomocou integra´lov, dokonca ich povazˇoval za nevyhnutne´ na riesˇenie
linea´rnych diferencia´lnych rovnı´c druhe´ho ra´du. Existuje mnoho integra´lnych
transforma´ciı´, z ktory´ch su´ dve najzna´mejsˇie, Laplaceova a Fourierova.
Prva´ kapitola sa venuje Laplaceovej transforma´ciı´. Odvodil ju francu´zsky ma-
tematik a astrono´m Pierre Simon de Laplace. Avsˇak uzˇ skoˆr podobnu´ transforma´-
ciu pouzˇil aj Euler. Azˇ koncom 19. storocˇia bola rozsˇı´rena´ na rovinu komplexny´ch
cˇı´sel, a aj rozsˇı´rena´ do viacery´ch premenny´ch. Jej na´zov zaviedol do praxe Spitzer
(1878).
Druha´ kapitola zahrnuje Fourierovu transforma´ciu, ktora´ vycha´dza zo sˇtu´dia
Fourierovy´ch ra´d, kde periodicke´ funkcie su´ pretransformovane´ na sumu sinu-
sov a kosı´nusov. Je pomenovana´ podl’a francu´zskeho matematika a fyzika Jean
Baptiste Joseph Fourier.
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1 Laplaceova transforma´cia
Jednou z najzna´mejsˇı´ch integra´lnych transforma´ciı´ je Laplaceova transforma´cia.
V tejto kapitole bude zadefinovana´ najskoˆr, pre jednu premennu´, potom aj pre
funkciu dvoch premenny´ch. Su´ v nej zhrnute´ jej za´kladne´ vlastnosti, ktore´ su´ de-
monsˇtrovane´ na zopa´r ilustratı´vnych prı´kladoch. Podrobnejsˇie informa´cie, vsˇetky
definı´cie, vety, pozna´mky a doˆkazy je mozˇne´ na´jst’ v [2], [3], [4], [5], [6], [7],
[8].
1.1 Za´kladna´ definı´cia
Nasleduju´ce definı´cie a vety su´ prevzate´ z [6].
Definı´cia 1.1. Laplaceovy´m obrazom funkcie f definovanej na intervale 〈0,∞) je
funkcia F definovana´
F(p) = L[ f (t)](p) =
∫ ∞
0
f (t)e−pt dt = lim
τ→∞
∫ τ
0
f (t)e−pt dt,
ak integra´l konverguje asponˇ pre jedno p ∈ R. Definicˇny´m oborom funkcie F
je mnozˇina vsˇetky´ch p ∈ R, pre ktore´ integra´l konverguje. Laplaceova trans-
forma´cia je zobrazenie L : f → F, ktore´ funkcii f priradı´ jej Laplaceov obraz.
Definicˇny´m oborom Laplaceovej transforma´cie je mnozˇina vsˇetky´ funkciı´ defino-
vany´ch na intervale 〈0,∞), pre ktore´ existuje Laplaceov obraz.
Pozna´mka 1.1. Laplaceov obraz definovany´ pre funkciu komplexnej premennej
p ∈ C (integruje sa zvla´sˇt’ rea´lna a imagina´rna cˇast’):
F(p) =
∫
(Re f (t) + i Im f (t))e−pt dt =
∫
Re f (t)e−pt dt +
∫
i Im f (t)e−pt dt.
Definı´cia 1.2. Funkciu f definovanu´ na intervale 〈0,∞) nazy´vame predmet sˇtan-
dardne´ho typu (alebo f patrı´ do triedy L0), ak platı´:
1. Funkcia f je po cˇastiach spojita´.
2. Funkcia f je exponencia´lneho ra´du, tj. ∃M, α ∈ R : | f (t)| ≤ Meαt, ∀t ∈
〈0,∞). Cˇı´slo α sa potom nazy´va exponencia´lny ra´d funkcie f .
Veta 1.1. Ak je funkcia f predmet sˇtandardne´ho typu exponencia´lneho ra´du α,
potom Laplaceov obraz funkcie f je definovany´ na intervale 〈0,∞) a platı´
lim
p→∞ F(p) = 0.
10
Doˆkaz. Ked’zˇe funkcia f patrı´ do L0, existuje take´ M ∈ R, zˇe | f (t)| ≤ Meαt, ∀t ∈
〈0,∞). Pretozˇe funkcia f (t)e−pt je pocˇastiach spojita´ na intervale 〈0,∞), existuje∫ ∞
0 | f (t)e−pt| dt a pre p > α dostaneme∫ ∞
0
| f (t)e−pt| dt ≤
∫ ∞
0
Meαte−pt dt = M
p− α .
Laplaceov obraz funkcie f je pre definovany´ p > α a platı´
|L [ f (t)]| =
∣∣∣∣ ∫ ∞0 f (t)e−pt dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞0 | f (t)e−pt| dt ≤ Mp− α p→∞−−−→ 0.
Veta 1.2. Ak su´ funkcie f , g predmety sˇtandardne´ho typu exponencia´lneho ra´du
α, a, b ∈ R, potom funkcia a f + bg je predmet sˇtandardne´ho typu exponencia´lneho
ra´du α a platı´:
L[a f + bg] = aL[ f ] + bL[g].
Vyply´va priamo z definı´cie Laplaceovej transforma´cie, z linearity integra´lu.
Veta 1.3. Ak je funkcia f predmet sˇtandardne´ho typu exponencı´a´lneho ra´du α,
F = L[ f ], potom:
1. (deriva´cia obrazu) funkcia t · f (t) je predmet sˇtandardne´ho typu exponen
cia´lneho ra´du α+ e, ∀e > 0 a platı´
L[t · f (t)] = −F′(p).
Doˆkaz je mozˇne´ na´jst’ v [7], veta 2.15. na strane 60.
2. (integra´cia obrazu)a ak existuje vlastna´ limt→0+
f (t)
t , potom
L
[
f (t)
t
]
=
∫ ∞
p
F(q) dq, p > α.
Doˆkaz. Funkcia g(t) = f (t)t patrı´ do L0, a jej Laplaceov obraz je G(p). Z vety
o deriva´ciı´ obrazu plynie
F(p) = L [ f (t)] = L [t · g(t)] = −G′(p).
Funkia G(p) je teda primitı´vna funkcia k funkcii−F(p), integracˇna´ konsˇtanta
je urc´ena´ podmienkou limp→∞ G(p) = 0, a teda
G(p) =
∫ p
∞
−F(q) dq =
∫ ∞
p
F(q) dq.
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3. (transla´cia v obraze) a ∈ R, potom funkcia eat · f (t) je predmet sˇtandardne´ho
typu exponencia´lneho ra´du α+ a a platı´
L[eat · f (t)] = F(p− a), p > α+ a.
Doˆkaz. Funkcia eat · f (t) je po cˇastiach spojita´. Na intervale 〈0,∞) existuje
M ∈ R take´, zˇe | f (t)| ≤ Meαt, a teda |eat · f (t)| ≤ eatMeαt = Me(a+α)t.
Funkcia eat f (t) je teda exponencia´lneho ra´du α+ a. Z definı´cie Laplaceovej
transforma´cie dosta´vame∫ ∞
0
(eat · f (t))e−pt dt =
∫ ∞
0
f (t)e(a−p)t dt = F(p− a), p > α+ a.
4. a a > 0, potom funkcia f (at) je predmet sˇtandardne´ho typu exponencia´lneho
ra´du a · α a platı´
L[ f (at)] = 1
a
F
(
p
a
)
, p > a · α.
Exponencia´lny ra´d je mozˇne´ vidiet’ zo substitu´cie v definı´cii | f (at)| ≤ Meαat,
Laplaceov obraz vyply´va priamo zo substitu´cie v integra´le.
Definı´cia 1.3. Laplaceova transforma´cia moˆzˇe byt’ definovana´ aj pre funkciu dvoch
premnny´ch f (x, t), transforma´cia sa preva´dza vzhl’adom k cˇasovej premennej
t ≥ 0, priestorova´ premenna´ x je parameter, ktory´ ta´to transforma´cia neovplyvnı´.
L[ f (x, t)](x, p) = F(x, p) =
∫ ∞
0
f (x, t)e−pt dt.
Veta 1.4. Ak funkcia f (x, t) patrı´ do triedy L0, a platı´ L[ f (x, t)](x, p) = F(x, p)
potom:
• cˇasove´ deriva´cie sa transformuju´ rovnako ako v prı´pade funkcie jednej pre-
mennej
L[ ft](x, p) = pF(x, p)− f (x, 0+), f (x, 0+) = limt→0+ f (x, t),
• priestorove´ deriva´cie sa nemenia
L[ fx](x, p) =
∫ ∞
0
∂
∂x
f (x, t)e−pt dt = ∂
∂x
∫ ∞
0
f (x, t)e−pt dt = Fx(x, p).
Prı´klad 1.1. Na´jdenie Laplaceovho obrazu funkcie teat, a ∈ R:
L[teat] =
∫ ∞
0
teate−pt dt,
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meto´dou per partes dostaneme[
t
et(a−p)
a− p
]∞
0
+
1
p− a
∫ ∞
0
et(a−p) dt,
pre p > a su´ limity do nekonecˇna nulove´, teda
L[teat] = 1
(p− a)2 p > a.
Prı´klad 1.2. Na´jdenie Laplaceovho obrazu funkcie cosωt, ω ∈ R
L[cosωt] =
∫ ∞
0
cosωt e−pt dt,
meto´dou pre partes dostaneme (limity do nekonecˇna su´ opa¨t’ nulove´)[cosωt
−p e
−pt
]∞
0
− ω
p
∫ ∞
0
sinωt e−pt) dt =
=
1
p
− ω
p
([sinωt
−p e
−pt
]∞
0
+
ω
p
∫ ∞
0
cosωt e−pt dt
)
,
a teda ∫ ∞
0
cosωt e−pt dt = I = 1
p
− ω
2
p2
I,
po vyjadrenı´ I dostaneme I = p
ω2+p2 . Laplaceovy´m obrazom funkcie cosωt je
funkcia
L[cosωt] = p
ω2 + p2
.
V tabul’ke Laplaceovej transforma´cie 1.3 sa nacha´dza vzorec pre tn, ak n ∈N.
Prı´pad ked’ n ∈ Q+ je odvodeny´ neskoˆr. Na jeho odvodenie je potrebna´ znalost’
definı´cie gamma funkcie.
Definı´cia 1.4 (Gamma funkcia). Gamma funkcia je zovsˇeobecnenı´m faktoria´lu
pre obor komplexny´ch cˇı´sel. Je to funkcia pre x > 0 definovana´ ako:
Γ(x) =
∫ ∞
0
tx−1e−t dt.
Pozna´mka 1.2. L[tn] pocˇı´tame pre n ∈ Q+ nasleduju´cim spoˆsobom:
L[tn] =
∫ ∞
0
tne−pt dt.
Po pouzˇitı´ substitu´cie pt = u, p dt = du dostaneme∫ ∞
0
(u
p
)n
e−u 1
p
du =
1
pn+1
∫ ∞
0
une−u du,
z cˇoho vyply´va
L[tn] = Γ(n + 1)
pn+1
p > 0.
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Prı´klad 1.3. Vy´pocˇet Laplaceovho obrazu funkcie
√
t.
L[√t] =
∫ ∞
0
√
te−pt dt.
Pomocou substitu´cie pt = u, p dt = du sa integra´l dostane na tvar∫ ∞
0
√
u
p
e−u du = 1√
p
∫ ∞
0
√
ue−u du,∫ ∞
0
√
ue−u du = Γ(12) =
√
pi. A teda
L[√t] =
√
pi
p
p > 0.
Pozna´mka 1.3. Tabul’ka Laplaceovej transforma´cie vybraty´ch funkciı´ (a,ω ∈ R,
n ∈N0):
f (t) L [ f (t)]
tn
n!
pn+1
p > 0,
eat
1
p− a p > a,
tneat
n!
(p− a)n+1 p > a,
cosωt
p
p2 +ω2
p > 0,
sinωt
ω
p2 +ω2
p > 0,
eat cosωt
p− a
(p− a)2 +ω2 p > a,
eat sinωt
ω
(p− a)2 +ω2 p > a,
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1.2 Inverzna´ Laplaceova transforma´cia
Nasleduju´ce definı´cie a vety su´ prevzate´ z [6].
Na zı´skanie vy´sledku pri pouzˇitı´ Laplaceovej transforma´cie je nutne´ zadefinovat’
inverznu´ Laplaceovu transforma´ciu. Ak L( f (t)) = F(s), potom inverzna´ Lapla-
ceova transforma´cia preva´dza funkciu spa¨t’ na origina´lnu funkciu:
L−1(F(p)) = f (t).
Veta 1.5. Funcie f1, f2 su´ predmety sˇtandardne´ho typu exponencialneho ra´du
α a L[ f1] = L[ f2] na intervale 〈0,∞). Potom f1(t) = f2(t) na intervale 〈0,∞)
s vy´nimkou spocˇetne vel’a izolovany´ch bodov (je ich konecˇny´ pocˇet alebo tvo-
ria rastu´cu postupnost’ s limitou ∞). Sˇpecia´lne f1 = f2, ak su´ obidve funkcie v
kazˇdom bode spojite´ sprava.
Doˆkaz. Veta je v inom znenı´ s doˆkazom v [8], P3.1.4-5 na strana´ch 73-75.
Pozna´mka 1.4. Inverznu´ Laplaceovu transforma´ciu je mozˇne´ pocˇı´tat’ meto´dami:
1. Meto´da parcia´lnych zlomkov:
F(p) =
p(p)
q(p)
,
kde p(p), q(p) su´ polynomy a stupenˇ polynomu p(p) je mensˇı´ ako q(p).
Meto´dou parcia´lnych zlomkov F(p) upravı´me na sumu vy´razov, ktore´ moˆzˇu
byt’ prevedene´ pomocou tabul’ky Laplaceovej transforma´cie.
2. Pomocou konvolu´cie funkciı´:
( f ∗ g)(t) =
∫ t
0
f (t− u)g(u) du, t ∈ 〈0,∞),
a ak oznacˇı´me L[ f (t)] = F(p), L[g(t)] = G(p), potom platı´:
L[( f ∗ g)(t)](p) = L[(g ∗ f )(t)](p) = F(p)G(p).
3. Krivkovy´m integra´lom v komplexnej rovine:
L−1[F(p)] = f (t) = 1
2pii
∫ c+i∞
c−i∞
F(p)ept dp.
4. Pomocou Heavisideovej vety: funkcia f (t)ma´ Maclaurinov polyno´m v tvare
f (t) =
∞
∑
r=0
ar
tr
r!
,
po pouzˇitı´ Laplaceovej transforma´cie
F(p) =
∞
∑
r=0
ar
pr+1
.
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Veta 1.6. (Heavisideova veta) Ak F(p) = p(p)q(p) , kde p(p), q(p) su´ polyno´my
a stupenˇ polyno´mu p(p) je mensˇı´ ako q(p), potom riesˇenie hl’ada´me v tvare
f (t) = L−1
[
p(p)
q(p)
]
=
n
∑
r=0
p(αk)
q′(αk)
etαk ,
kde αk su´ korene rovnice q(p) = 0.
Tabul’ka inverznej Laplaceovej transforma´cie niektory´ch funkciı´
(a,ω ∈ R, n ∈N):
F(p) f (t)
1
(p− a)n
1
(n− 1)! t
n−1eat
p− a
(p− a)2 +ω2 e
at cosωt
ω
(p− a)2 +ω2 e
at sinωt
2ω(p− a)
((p− a)2 +ω2)2 te
at sinωt
2ω3
((p− a)2 +ω2)2 e
at(sinωt−ωt cosωt)
1.3 Aplika´cie Laplaceovej transforma´cie
Vyuzˇı´va sa hlavne na riesˇenie diferencia´lnych a integra´lnych rovnı´c, ako aj v elek-
trotechnike, vd’aka jej schopnosti preva´dzat’ funkcie rea´lnej premennej na funkciu
komplexnej premennej.
Nasleduju´ce definı´cie a vety su´ prevzate´ z [3].
Veta 1.7. Ak je funkcia f predmet sˇtandardne´ho typu exponencia´lneho ra´du α,
potom
L[ f ′(t)] = p · F(p)− f (0+),
kde f (0+) = limt→0+ f (t).
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Doˆkaz. Pouzˇitı´m definı´cie Laplaceovej transforma´cie a meto´dy per partes dosta-
neme
L[ f ′(t)] =
∫ ∞
0
f ′(t)e−pt dt =
[
f (t)e−pt
]∞
0
+ p
∫ ∞
0
f (t)e−pt dt = pL [ f (t)]− f (0+).
Doˆsledok 1.1. Ak je funkcia f (n) predmet sˇtanardne´ho typu exponencia´lneho
ra´du α, F = L[ f ], potom pre p > max{α, 0} je
L[ f (n)(t)] = pnF(p)− pn−1 f (0+)− pn−2 f ′(0+)−· · ·− p f (n−2)(0+)− f (n−1)(0+).
Veta 1.8. Ak je funkcia f predmet sˇtanardne´ho typu exponencia´lneho ra´du α,
F = L[ f ], potom
L
[ ∫ t
0
f (u) du
]
=
F(p)
p
, (p > max{α, 0}.)
Doˆkaz. Pre funkciu g(t) =
∫ t
0 f (u) du platia predpoklady o obraze deriva´cie, a
teda
F(p) = L [ f (t)] = L [g′(t)] = pL [g(t)]− g(0+) = pL [g(t)].
Postup riesˇenia pre obycˇajne´ diferencia´lne rovnice:
1. Pouzˇijeme Laplaceovu transforma´ciu na obidve strany rovnice.
2. Algebraicu´ rovnicu zı´skanu´ transforma´ciou vyriesˇime.
3. Inverznou Laplacevou transforma´ciou dostaneme riesˇene diferencia´lnej rov-
nice.
Prı´klad 1.4. Majme rovnicu s pocˇiatocˇnou podmienkou:
dy
dt
− y = cos t, y(0) = −1.
Po pouzˇitı´ Laplaceovej transforma´cie na obidve strany rovniceL[ dydt − y] = L[ dydt ]−
L[y] = L[−1], dostaneme
pY(p) + 1−Y(p) = p
p2 + 1
, L[y(t)] = Y(p),
z cˇoho
Y(p) =
−p2 + p− 1
(p2 + 1)(p− 1) .
Po u´prave na parcia´lne zlomky dostaneme
Y(p) = −1
2
p
p2 + 1
+
1
2
1
p2 + 1
− 1
2
1
p− 1.
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Z tabul’ky inverznej Laplaceovej transforma´cie dostaneme
y(t) = −1
2
cos t +
1
2
sin t− 1
2
et = −1
2
(et + cos t− sin t).
Obra´zok 1: Graficke´ zobrazenie riesˇenia pre t ∈ (0, 10)
.
Prı´klad 1.5. Majme su´stavu rovnı´c s pocˇiatocˇny´mi podmienkami:
x′ + x− y = 1+ sin t, x(0) = 0,
y′ − x′ + y = t− sin t, y(0) = 1.
Po pouzˇitı´ Laplaceovej transforma´cie:
pX + X−Y = 1
p
+
1
p2 + 1
,
pY− 1− pX +Y = 1
p2
− 1
p2 + 1
.
Po vyriesˇenı´ su´stavy dostaneme vzt’ah
X(p) =
2p4 + 2p3 + 3p2 + p + 1
p2(p2 + 1)(p2 + p + 1)
,
z ktore´ho uzˇ jednoduchu zistı´me riesˇene su´stavy v tvare
x(t) = t + sin t, y(t) = t + cos t.
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Obra´zok 2: Graficke´ zobrazenie riesˇenia pre t ∈ (0, 5)
.
Prı´klad 1.6 (Rovnica difu´zie s okrajovou a pocˇiatocˇnou podmienkou). Ak u =
u(x, t) znacˇı´ koncentra´ciu chemickej necˇistoty rozpustenej v tekutine na polone-
konecˇnej oblasti x > 0. Predpokladajme, zˇe koncentra´cia v cˇase t = 0 je nulova´.
ut − uxx = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = 0,
u(0, t) = f (t), u(x, t) ohranicˇena´.
Po aplika´ciı´ Laplaceovej transforma´cie dostaneme obycˇajnu´ diferencia´lnu rov-
nicu druhe´ho ra´du
pU(x, p)−Uxx(x, p) = 0.
Jej riesˇenie ma´ tvar U(x, p) = a(p)e−
√
px + b(p)e
√
px, ked’zˇe pozˇadujeme ohra-
nicˇenost’ v oboch premenny´ch x a t, musı´ byt’ aj obraz U ohranicˇeny´ v premennej
x. Teda b(p) = 0 a dostaneme
U(x, p) = a(p)e−
√
px.
Aplikujeme Laplaceovu transforma´ciu aj na okrajovu´ podmienku L[u(0, t)] =
U(0, p) = L[ f (t)] = F(p) (pri predpoklade, zˇe Laplaceova transforma´cia f exis-
tuje). Po dosadenı´ do zı´skane´ho riesˇenia dostaneme a(p) = F(p) a teda transfor-
movane´ riesˇenie ma´ tvar
U(x, p) = F(p)e−
√
px.
Riesˇenie pocˇiatocˇnej rovnice dostaneme pouzˇitı´m inverznej Laplaceovej trans-
forma´cie u(x, t) = L−1[U(x, p)]. Z vety o obrazu konolu´cie plynie u(x, t) =
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L−1[U(x, p)] = L−1[F(p)] · L−1[e−√px] = f (t) ∗ L−1[e−√px]. Ak vyuzˇijeme zna-
lost’ prevodne´ho vzt’ahu
L−1[e−√px] = x√
4pit3
e
−x2
4t ,
dostaneme riesˇenie poˆvodne´ho proble´mu v tvare
u(x, t) =
∫ t
0
x√
4pi(t− τ)3 e
−x2
4(t−τ) f (τ).
Prı´klad 1.7. Riesˇenie pocˇiatocˇne´ho proble´mu s okrajovou a pocˇiatocˇnou podmi-
enkou
ut − uxx = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = T1,
u(0, t) = T0.
Pouzˇitı´m Laplaceovej transforma´cie na rovnicu aj pocˇiatocˇne´ podmienky doste-
neme obycˇajnu´ diferencia´lnu rovnicu druhe´ho ra´du (U = L[u]), s pocˇiatocˇnou
podmienkou
pU − T1 = Uxx,
U(0, p) =
T0
p
.
Obecne´ riesˇenie je v tvare (po zohl’adnenı´ pozˇiadavky na ohranicˇenost’)
U(x, p) = C(p)e−
√
px +
T1
p
.
Po dosadenı´ pocˇiatocˇnej podmienky dostaneme C(p) = T0−T1p a teda riesˇenie
transformovanej rovnice vyzera´
U(x, p) =
T0 − T1
p
e−
√
px +
T1
p
.
Inverznou Laplaceovou transforma´ciou dostaneme riesˇenie pocˇiatocˇnej u´lohy
u(x, t) = L−1[U(x, p)](x, t).
S vyuzˇitı´m programu zistı´me, zˇe L−1[ 1p e−
√
px] = erfc
(
x√
4t
)
, kde erfc je funk-
cie definovana´ vzt’ahom erfc(y) = 1− 2√
pi
∫ y
0 e
−r2 dr, dostaneme riesˇenie poˆvodnej
u´lohy
u(x, t) = L−1[U(x, p)](x, t) = (T0 − T1)erfc
( x√
4t
)
+ T1.
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Obra´zok 3: Zobrazenie riesˇenia u(x, t) na intervale x ∈ (0, 5) v cˇasoch t1 =
0.5s (zelena´ krivka),t2 = 3s (cˇervena´), t3 = 6s (modra´), pri podmienkach
T0 = 0, T1 = 50:
Na grafe riesˇenia je mozˇne´ pozorovat’ postupne´ klesanie koncentra´cie. Pri
vel’ky´ch hodnota´ch t sa graf blı´zˇi k 0.
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2 Fourierova transforma´ca
Dˇalsˇı´ uzˇitocˇny´ na´stroj pri riesˇenı´ diferencia´lnych rovnı´c je Fourierova transforma´-
cia, vd’aka tomu, zˇe preva´dza derivovanie v origina´le na na´sobenie v obrazoch.
V kapitole sa nacha´dza jej definı´cia, a aj popis zakladny´ch vlastnostı´, ktore´ su´
neskoˆr vyuzˇite´ pri riesˇenı´ konkre´tnych prı´kladov. Podrobnejsˇie informa´cie, vsˇetky
definı´cie, vety, pozna´mky a doˆkazy je mozˇne´ na´jst’ v [1], [2], [3], [4], [5].
2.1 Za´kladna´ definı´cia
Definı´cia 2.1. Fourierova transforma´cia funkcie f (x) je definovana´:
F [ f (x)](k) = F(k) =
∫
RN
f (x)e−i(x,k) dx, (1)
kde (x, k) = ∑i xiki je skala´rny su´cˇin. Fourierov obraz F[ f ] existuje, ak je funk-
cia | f | integrovatelna´ v R, tj. ∫ ∞−∞ | f | dx < ∞. Avsˇak v teo´rii Fourierovej trans-
forma´cie je bezˇne´ pracovat’ s mensˇou mnozˇinou funkciı´- Schwartzovou.[4]
Definı´cia 2.2 (Schwartzova mnozˇina). Schwartzova mnozˇina S je mnozˇina funkciı´
naR, ktore´ maju´ spojite´ deriva´cie vsˇetky´ch ra´dov, a ktore´ spolocˇne so svojimi de-
riva´ciami klesaju´ pre x → ±∞ k nule ry´chlejsˇie ako mocninna´ funkcia |x|−n, n ∈
N, teda
S = { f ∈ C∞, ∃M ∈ R,
∣∣∣∣dk fdxk
∣∣∣∣ ≤ M 1|x|n pre|x| → ∞, ∀k ∈N∪ {0}; ∀n ∈N}.
Definı´cia je prevzata´ z [3]
Pozna´mka 2.1. Pre funkciu jednej premennej je Fourierova transforma´cia defino-
vana´:
F [ f (x)](k) = F(k) =
∫ ∞
−∞
f (x)e−ikx dx.
Prevzate´ z [4].
Nasleduju´ce vlastnosti su´ prevzate´ z [5], boli upravene´ nasˇu definı´ciu 2.1.
Pozna´mka 2.2. Vlastnosti Fourierovej transforma´cie:
1. Linearita, tj. linea´rnej komina´cii funkciı´ fi(x) odpoveda´ linea´rna kombina´cia
obrazov Fi(k).
F
[
∑
i
ci fi(x)
]
=∑
i
ciF [ fi(x)].
Vyply´va priamo z definı´cie Fourierovej tranfsorma´cie z linearity integra´lu
1.
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2. Ak platı´ F{ f (x)}(k) = F(k), potom
F [ f (ax)] = 1|a|F
(k
a
)
, ∀a ∈ C− {0}.
Vzt’ah vyply´va zo substitu´cie ax = y, dx = dy v integra´le 1.
3. Transla´cia (posunutie) vo vzore: ak platı´ F{ f (x)}(k) = F(k), potom
F [ f (x− a)](k) = e−ikaF(k), ∀a ∈ C.
Doˆkaz. Substitu´ciou x− a = t, dx = ddt integra´l 1 prejde na:∫
R
f (t)e−ik(t + a) dt =
∫
R
f (t)e−ikte−ika dt = e−ikaF(k).
4. Transla´cia v obraze: ak F [ f (x)] = F(k) a a ∈ C, potom
F [eiax f (x)] = F(k− a).
Doˆkaz. Pouzˇijeme jednoduchu´ u´pravu integra´lu 1
F [eiax f (x)] =
∫
R
eiax f (x)eikx dx =
∫
R
f (x)e−i(k−a)x dx = F(k− a).
5. Obraz deriva´cie: ak f (x) ma´ Fourierov obraz F(k) = F [ f (x)], a n ∈ N
potom platı´
F [ f (n)(x)] = (ik)nF [ f (x)].
Odvodene´ pomocou integra´cie meto´dou per partes.
Veta 2.1. Pre konvolu´ciu 2 funkciı´ ( f ∗ g)(t) = ∫ ∞−∞ f (t− u)g(u) du platı´
F [( f ∗ g)] = F [ f ] · F [g].
Doˆkaz.
F [( f ∗ g)] =
∫ ∞
−∞
( ∫ ∞
−∞
f (y)g(x− y)e−ixk dy
)
dx.
Premennu´ x sa nahradı´ z = x− y, teda x = z+ y, vyuzˇije sa dx = dz a ei(y+z)k =
e−iyk · e−izk. Integra´l sa potom da´ rozpı´sat na su´cˇin dvoch integra´lov
F [( f ∗ g)] =
∫ ∞
−∞
f (y)e−iyk dy
∫ ∞
−∞
g(z)e−izk dz = F [ f ] · F [g].
Prevzate´ z [4].
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Veta 2.2. Ak funkcie f (x) a g(x) maju´ Fourierove obrazy F(k) = F [ f (x)], G(k) =
F [g(x)], potom platı´:∫ ∞
−∞
f (x)G(x) dx =
∫ ∞
−∞
F(x)g(x) dx.
Vetu aj jej doˆkaz je mozˇne´ na´jst’ v [5], Veta 6.7.9 na strane 199.
Definı´cia 2.3 (Diracovo delta). Diracovo delta δ(x) (niekedy oznacˇovane´ aj ako
Diraova delta funkcia) je definovane´:
δ(x) =
0 x 6= 0,∞ x = 0.
a platı´
∫ ∞
−∞ δ(x) dx = 1.
Pozna´mka 2.3. Tabul’ka Fourierovej transforma´cie niektory´ch funkciı´ (zovsˇeobec-
neny´ch), prevzata´ z [5]:
f (t) F [ f (t)](k)
δ(x− b) eikb
1 (2pi)δ(k)
eix
2 √
pie−
i
4 (k
2−pi)
cos(cx) pi(δ(k− c) + δ(k + c))
sin(cx) ipi(δ(k + c)− δ(k− c))
eicx 2piδ(k + c)
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2.2 Inverzna´ Fourierova transforma´cia
Definı´cia 2.4. Inverzna´ Fourierova transforma´cia:
F−1[F(k)] = f (x) = 1
(2pi)N
∫
RN
F(k)ei(x,k) dk,
preva´dza funkciu F(k) spa¨t’ na funkciu f (x) na celom RN. [4]
Pozna´mka 2.4. Jednorozmerna´ inverzna´ transforma´cia:
F−1[F(k)] = f (x) = 1
2pi
∫ ∞
−∞
F(k)eikx dk.
Prevzate´ z [4].
Pozna´mka 2.5. V literatu´re je mozˇne´ na´jst’ niekol’ko roˆznych definı´ciı´ Fourierovej
transforma´cie, preto pri pouzˇı´vanı´ tabuliek je potrebna´ kontrola pouzˇitia rovna-
kej formule:
1. Koeficient 1√
2pi
sa nacha´dza v oboch integra´loch
F [ f (x)](k) = F(k) = 1√
2pi
∫ ∞
−∞
f (x)e−ikx dx,
inverzna´ transforma´cia je potom definovana´
F−1[F(k)] = f (x) = 1√
2pi
∫ ∞
−∞
F(k)eikx dk.
2. Koeficient 2pi sa nacha´dza v exponente
F [ f (x)](k) = F(k) =
∫ ∞
−∞
f (x)e−2piikx dx,
inverzna´ transforma´cia je potom definovana´
F−1[F(k)] = f (x) =
∫ ∞
−∞
F(k)e2piikx dk.
3. Existuju´ dokonca aj definı´cie s kladny´m znamienkom v exponente.
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2.3 Aplika´cie Fourierovej transforma´cie
Medzi jej aplika´cie patrı´, podobne ako pri Laplaceovej transforma´ciı´, riesˇenie di-
ferencia´lnych rovnı´c. Postup ich riesˇenia je rovnaky´ ako pri Laplaceovej trans-
forma´ciı´. Vyuzˇı´va sa aj v elektrotechnike na prevod z cˇasovej oblasti do oblasti
frekvencˇnej.
Niektore´ medzivy´sledky a vzt’ahy je mozˇne´ na´jst’ v [3].
Prı´klad 2.1. Pomocou Fourierovej transforma´cie riesˇenie rovnice
dy
dt
− y = cos t,
Po transforma´cii oboch stra´n bude rovnica vyzerat’:
−ikY(k)−Y(k) = pi(δ(k− 1) + δ(k + 1)).
Na riesˇenie transformovanej rovnice Y(k) = −pi (δ(k−1)+δ(k+1))ik+1 aplikujeme in-
verznu´ Fourierovu transforma´ciu, ktorou zı´skame riesˇenie pocˇiatocˇnej diferenci-
a´lnej rovnice:
y(t) = e−it
(
− 1
4
− i
4
)
+ eit
(
− 1
4
+
i
4
)
.
Obra´zok 4: Graficke´ zobrazenie riesˇenia pre t ∈ (−6, 6)
Prı´klad 2.2. Vy´pocˇet vzoru funkcie e−κk2t
I(x, t) = F−1[e−κk2t] = 1
2pi
∫ ∞
−∞
e−κk
2teikx dx.
Integra´l sa rozpı´sˇe pomocou identity eix = cos x + i sin x a vyuzˇije sa skutocˇnost’,
zˇe integra´l z nepa´rnej funkcie cez R je nulovy´, a integra´l z pa´rnej funkcie je
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dvojna´sobok integra´lu cez R+
I(x, t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
e−κk
2t(cos kx + i sin kx) =
1
pi
∫ ∞
0
e−κk
2t cos kx.
Substitu´ciou µ = k
√
κt, dµ =
√
κt dk sa integra´l prevedie na
I(x, t) =
1
pi
√
κt
∫ ∞
0
e−µ
2
cos
x√
κt
µ dµ.
Zavedieme parameter p = x√
κt
a oznacˇı´me
J(p) =
∫ ∞
0
e−µ
2
cos pµ dµ,
deriva´ciou integra´lu podl’a parametru p dostateme
J′(p) = −
∫ ∞
0
µe−µ
2
sin pµ dµ
Integrujeme per partes pomocou vzt’ahov
∫
µe−µ2 dµ = −12 e−µ
2
a (sin pµ) =
p cos pµ
J′(p) =
[
1
2
e−µ
2
sin pµ
]∞
0
− p
2
∫ ∞
0
cos pµe−µ
2
dµ = − p
2
J(p).
Dostali sme diferencia´lnu rovnicu J′(p) = − p2 J(p), ktorej riesˇenie je v tvare J(p) =
J(0)e−
p2
4 . Hodnotu J(0) teda J(0) =
∫ ∞
0 e
−µ2 cos 0 · µ dµ = ∫ ∞0 e−µ2 dµ. Tento
zna´my integra´l sa pocˇı´ta nasledovne:
J2(0) =
∫ ∞
0
∫ ∞
0
e−x
2
1−x22 dx1 dx2,
transforma´ciou do pola´rnych su´radnı´c dostaneme
J2(0) =
∫ pi
2
0
dϕ
∫ ∞
0
re−r
2
dr =
pi
2
[
− 1
2
e−r
2
]∞
0
=
pi
4
.
Teda J(0) =
√
pi
2 , J(p) =
√
pi
2 e
− p24 a potom
I(x, t) =
1√
4piκt
e−
x2
4κt .
Prı´klad 2.3 (Rovnica difu´zie s pocˇiatocˇny´mi podmienkami).
ut − κuxx = 0, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = ϕ(x).
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Integra´ciou per partes sa daju´ odvodit’ Fourierove obrazy deriva´ciı´:
F [ut] = uˆt,
F [ux] = (ik)F [u] = (ik)uˆ,
F [uxx] = (ik)2uˆ.
Pri aplika´ciı´ Fourierovej tronsforma´cie na rovnicu aj na pocˇiatocˇne´ podmienky
zı´skame transforovanu´ u´lohu:
uˆt + κk2uˆ = 0,
uˆ(x, 0) = ϕˆ(k).
Jej riesˇnı´m je funkcia
uˆ = ϕˆe−κk
2t.
Na na´jdenie riesˇenia poˆvodnej u´lohy pouzˇijeme vetu o obraze konvolu´cie funkciı´
a znalost’ vzt’ahu F−1[e−κk2t] = 1√
4piκt
e
−x2
4κt
u(x, t) = ϕ ∗ L[e−κk2t] =
∫ ∞
−∞
1√
4piκt
e
−(x−y)2
4kt ϕ(y) dy.
Prı´klad 2.4. Postup riesˇenia vlnovej rovnice s pocˇiatocˇny´mi podmienkami:
utt − uxx = 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) =
1
1+ x2
, ut(x, 0) = 0(x).
Pouzˇitı´m Fourierovej transfora´cie zı´skame u´lohu
uˆtt + k2uˆ = 0,
uˆ(x, 0) = pie−kH(k) + piekH(−k), uˆt(x, 0) = 0,
ktorej riesˇenı´m je funkcia
uˆ(k, t) = (pie−kH(k) + piekH(−k)) cos kt.
Riesˇenie pocˇiatocˇnej u´lohy ma´ tvar
u(x, t) =
1
2
∫ ∞
−∞
(e−kH(k) + ekH(−k)) cos kt eikx dk,
kde H(k) je Heavisideova funkcia (jednotkovy´ skok) definovana´
H(k) =
0 k ∈ (−∞, 0),1 k ∈ 〈0,∞). .
28
Obra´zok 5: Zobrazenie riesˇenia pre x ∈ (−10, 10), v cˇasoch t1 = 2s (modra´
krivka), t2 = 3s (zelena´), t3 = 4s (cˇervena´)
Na grafe je vidiet’ postupne´ posu´vanie vlny v roˆznych cˇasoch
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Za´ver
Ciel’om tejto bakala´rskej pra´ce bolo spı´sanie za´kladny´ch vlastnostı´ Furierovej a
Laplaceovej transforma´cie, a ich na´sledne´ vyuzˇitie pri riesˇenı´ konkre´tnych prı´kla-
dov diferencia´lnych rovnı´c.
Integra´lne transforma´cie su´ vy´hodny´m na´strojom pri riesˇenı´ defrencia´lnych
rovnı´c, pretozˇe deriva´cie v origina´loch preva´dzaju´ na na´sobenie obrazoch, a teda
zjednodusˇuju´ parcia´lnu diferencia´lnu rovnicu na obycˇajnu´ diferencia´lnu rovnicu
alebo algebraicku´ rovnicu, ktorej riesˇenie je ovel’a jednoduchsˇie. Na´sledne´ ana-
lyticke´ pouzˇitie spa¨tnej transforma´cie je vsˇak cˇasto tvrdy´m oriesˇkom dokonca aj
pre programy.
V pra´ci sa nacha´dza len obmedzeny´ vy´pis vlastnostı´ ty´chto transforma´ciı´.
Pouzˇitie oboch transforma´ciı´ v matematike je ilustrovane´ najskoˆr na za´kladnom
prı´klade a na´sledne aj na prı´klade z parcia´lnych diferencia´lnych rovnı´c. Pri La-
placeovej transforma´ciı´ v prı´klade 1.7 (rovnica difu´zie s okrajovou a pocˇiatocˇnou
podmienkou) je mozˇne´ vidiet’ znacˇne´ zjednodusˇenie rovnice, avsˇak na urcˇenie
inverznej transforma´cie sa musel pouzˇit’ program. Na grafe riesˇenia v roˆznych
cˇasoch je mozˇne´ vidiet’ postupne´ klesanie koncentra´cie.
Pouzˇitie Fourierovej transforma´cie je demonsˇtrovane´ na prı´klade rovnice di-
fu´zie, a aj vlnovej rovnice. Vlnova´ rovnica s pocˇiatocˇny´mi podmienkami v prı´kla-
de 2.4 sa opa¨t’ po transforma´ciı´ znacˇne zjednodusˇila, avsˇak po jej vyriesˇenı´ bolo
na zı´skanie riesˇenia nutne´ pouzˇit’ program. Na vyobrazenom riesˇenı´ v roˆznych
cˇasoch je mozˇne´ vidiet’ postupne´ posu´vanie vlny.
Na riesˇenı´ ty´chto prı´kladov sa da´ pozorovat’ znacˇne´ zjednodusˇenie poˆvodnej
rovnice, ako aj komplikovanost’ zı´skania riesˇenia pouzˇitı´m inverznej transforma´cie.
Laplaceovou, cˇi Fourierovou transforma´ciou sme schopnı´ vyriesˇit’ len niektore´
nelinea´rne diferencia´lne rovnice, pretozˇe neexistuje analyticke´ vyjadrenie trans-
forma´cie zlozˇitejsˇı´ch vy´razov. Transforma´cie je taktiezˇ mozˇne´ pouzˇit’ len na urcˇitu´
podmnozˇinu funkciı´, pri Laplaceovej musia patrit’ do L 0 a pri Fourierovej do
Schwartzovej mnozˇiny S .
V pra´ci su´ zjednotene´ poznatky z litera´rnych pramenˇov uvedeny´ch v zozname
pouzˇity´ch zdrojov, a ilustra´cia ich pouzˇitia pri ries´enı´ konkre´tnych prı´kladov a
vykresleie riesˇenı´ pomocou softwaru MATLAB.
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ZOZNAM POUZˇITY´CH SYMBOLOV
α exponencia´lny ra´d funkcie
k vektor premenny´ch Fourierovej transforma´cie
x vektor priestorovej premennej
δ(x) Diracovo delta
ϕˆ Fourierov obraz funkcie ϕ
uˆ Fourierov obraz funkcie u
N mnozˇina prirodzeny´ch cˇı´sel
Q+ mnozˇina kladny´ch raciona´lnych cˇı´sel
R mnozˇina rea´lnych cˇı´sel
F Fourierov obraz funkcie
F−1 inverzna´ Fourierova transforma´cia
L Laplaceov obraz funkcie
L−1 inverzna´ Laplaceova transforma´cia
H(k) Heavisideova funkcia- jednotkovy´ skok
i komplexna´ jednotka
er f c( f ) programova´ funkcia pre inverznu´ laplaceovu trans-
forma´ciu z f
F(p) Laplaceov obraz funkcie
ft deriva´cia funkcie f podl’a t
fx deriva´cia funkcie f podl’a x
U Laplaceov obraz funkcie u
ut deriva´cia funkcie u podl’a t
uxx druha´ deriva´cia funkcie u podl’a xx
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Prı´loha
Ko´d v software MATLAB R2013a pouzˇity´ pri riesˇenı´ prı´kladu 1.4 a vykreslenie
riesˇenia na intervale (0, 10) :
syms s t Y;
f = cos (t)
F = laplace(f,t,s)
y0=-1;
Y1=s*Y-y0;
Eq=Y1-Y-F;
Sol = solve(Eq,Y);pretty(Sol)
sol = ilaplace(Sol,s,t) ;pretty(sol)
ezplot(sol,[0,10]);
Ko´d v software MATLAB R2013a pouzˇity´ pri riesˇenı´ su´stavy diferencia´lnych rovnı´c
v prı´klade 1.5 a vykreslenie riesˇenı´ na intervale (0, 5) :
syms s t Y X;
f1 =1+ sin (t)
f2=t-sin(t)
F1 = laplace(f1,t,s)
F2 = laplace(f2,t,s)
y0=1;
x0=0;
Y1=s*Y-y0;
X1=s*X-x0;
eq1=X1+X-Y-F1
eq2=Y1-X1+Y-F2
[X,Y] = solve(eq1,eq2,X,Y)
x=ilaplace(X)
y=ilaplace(Y)
hold on
h=ezplot(y,[0,5]);
ezplot(x,[0,5])
hold off
set(h,’color’,’r’)
Ko´d v software MATLAB R2013a pouzˇity´ pri riesˇenı´ prı´kladu 1.7 a vykreslenie
riesˇenia na intervale (0, 5) pri podmienkach T0 = 0, T1 = 50, v cˇasoch t1 =
0.5s (zelena´ krivka),t2 = 3s (cˇervena´), t3 = 6s (modra´):
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x=linspace(0,5); T0=0; T1=50;
t=0.5;
y=(T0-T1)*erfc(x/(sqrt(4*t)))+T1;
plot(x,y,’green’)
hold on
t=3 ;
y=(T0-T1)*erfc(x/(sqrt(4*t)))+T1;
plot(x,y,’red’)
t=50 ;
y=(T0-T1)*erfc(x/(sqrt(4*t)))+T1;
plot(x,y,’blue’)
Ko´d v software MATLAB R2013a pouzˇity´ pri riesˇenı´ prı´kladu 2.1 a vykreslenie
riesˇenia na intervale (−6, 6) :
syms y(t) t k Y
F=fourier(cos (t),t,k)
Y1=(-i*k)*Y
Y2=Y
Eq=Y1-Y2-F
Sol=solve(Eq,Y)
sol=ifourier(Sol)
ezplot(sol,[-6,6])
Ko´d v software MATLAB R2013a pouzˇity´ na zobrazenie riesˇenia rı´kladu 2.4 na
intervale (−10, 10) v cˇasoch t1 = 2s (modra´ krivka), t2 = 3s (zelena´), t3 = 4s
(cˇervena´):
syms k; t=2;
Sol=(pi*exp(-k)*heaviside(k)+pi*exp(k)*heaviside(-k))*cos (k*t);
sol=ifourier(Sol);
ezplot(sol,[-10,10]);
hold on
t=3;
Sol=(pi*exp(-k)*heaviside(k)+pi*exp(k)*heaviside(-k))*cos (k*t);
sol=ifourier(Sol);
g=ezplot(sol,[-10,10]); set(g,’color’,’g’);
t=4;
Sol=(pi*exp(-k)*heaviside(k)+pi*exp(k)*heaviside(-k))*cos (k*t);
sol=ifourier(Sol);
h=ezplot(sol,[-10,10]); set(h,’color’,’r’);
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